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apitolul |
UNGHIURI

Lectia 1. Recapitulare si completari

Cea mai simplad notiune geometrica este punctul.

Dreapta, planul, semiplanul, semidreapta, segmentul si multe altele sunt notiuni geometrice, privite ca
multimi infinite de puncte. Orice notiune geometrica se poate reprezenta pe foaia de hartie sau pe tabla din
sala de clasa in care invatam, cu ajutorul unui desen, numit figurd geometricd.

De exemplu, figura 1, de mai jos, sugereaza o multime de puncte. Dacd ne imagindm multimea respec-
tiva ca o multime infinitd de puncte, obtinem segmentul 4B, reprezentat in figura 2.

4 *B A - B
Fig. 1 Fig. 2

Figurile geometrice au un rol insemnat in geo-
metrie, deoarece contribuie la dezvoltarea intuitiei
spatiale, a imaginatiei, creativitatii, inventivititii. O ‘
figurd geometricd se deseneazi folosind creionul si * _
instrumentele de desen: rigla (gradati sau negradata), | Gicion | Raportor Compas ¥
echerul, raportorul gi compasul. Pentru desenarea unei |
figuri geometrice in conditii optime, este necesar si
cunoasteti bine instrumentele de desen si modul de
folosire a acestora.

| =T

Creionul trebuie si fie bine ascutit.
| Rigla negradati se foloseste pentru desenarea dreptelor, a semidreptelor si a segmentelor. Se respectd
| urmatoarele reguli:

— varful creionului, in permanentd, se va sprijini pe muchia riglei si va fi inclinat fatd de directia de
trasare;
PR trasarea se face, de regula, de la stinga spre dreapta si de sus in jos.
| Rigla gradati sec foloseste pentru masurarea lungimilor segmentelor sau pentru a calcula distanta
| dintre puncte.
|
|

2

Echerul se foloseste pentru desenarea unghiurilor drepte.

Raportorul se foloseste pentru masurarea unghiurilor.
. Compasul se foloseste pentru desenarea unui cerc sau a unei parti dintr-un cerc, numita arc de cerc.
| La un compas, deosebim varful compasului si varful port-mina.
| Pentru desenarea unui cerc cu centrul in O si raza OA sau a unui arc de cerc cu centrul in O, varful
\ compasului se fixeaza in centrul cercului, iar cu véarful port-mina se traseazz cercul sau arcul de cerc.

’/__"h\ ;1'[1' B ..———h.,___\' ‘?\.'

-~

este p

cerc cucentrulin O / \ arcul de cere MW
Sl =0 ) po i limitatd de | 1
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Up Seed e Copir O g razdy-cm-sau un arc al acestui cerc se deseneazi avand grija
b » - - A - i A~ 3 A~ 4 ~ - M ™ h |
wtul compasulun sa ramand fixat (in punctul O), iar vérful port-mina si se miste pe T e\

afata de desen. fard ca, in timpul miscarii, compasul sa se inchida sau si se deschida. g
De exemplu, s@ presupunem ca dorim sa desendm un cerc (sau un arc de cerc) cu >
centrul intr-un punct O si curaza r = 04 = 1,5 cm. Procedam astfel: 1
folosind rigla gradata, construim un segment OA, cu lungimea » = 1,5 cm; (‘; A

— prin fixarea varfului compasului in punctul O si a varfului port-mina in punctul 4,
dam deschiderii compasului lungimea r = 1,5 cm;
— cu varful compasului in O, trasdm cercul (sau un arc al acestuia).

LY EXERSEAZA!
Daca apreciezi cd afirmatia este adevirati incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F.

a) Prin orice punct trece o singuri dreapta. A F
b) Prin orice doud puncte distincte trece o singura dreapta. A F
¢) Daca trei puncte apartin unei drepte, atunci punctele sunt coliniare. A F
d) Daca un punct nu apartine unei drepte, atunci punctul este exterior dreptei. A F
¢) Daca punctul M este pe o dreapta 4B si AB + BM = AM, atunci punctul M
apartine segmentului 4B, A F
incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
Un unghi cu méasura x este unghi propriu daci:
A x=0% B. x=180°; C. 0°<x<180°% D. x> 180°.
5 incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
Doud unghiuri distincte sunt congruente daci:
A. au acelasi varf; B.au o latura comuna;  C. laturile lor coineid: D, au aceeasi masura.

4. Uneste, prin sigeti, fiecare enunt aflat in coloana din stinga cu raspunsul corespunzator aflat in
coloana din dreapta.

a) Segmentul 4B este figura formata din 1) semidreptele 4B si AC care coincid;

b) Semidreapta B4 este figura formata din 2) semidreptele BA si BC:;

¢) Unghiul ABC este figura formatd din 3) toate punctele care sunt coliniare cu 4 si B si
care sunt cu 4 de aceeasi parte a punctului B;

d) Unghiul nul BAC este figura formata din 4) toate punctele intre 4 si B;

5) toate punctele intre 4 si C.

Completeaza spatiul punctat cu rispunsul corect.
Dacé unghiul AOB este unghi alungit, atunci vrful O apartine segmentului ... .

£ FixeazAl

6. Deseneaza:
a) doud puncte 4 si B; b) o dreapta 4B; ¢) o semidreaptd 4B;
d) o semidreaptd BA; e) un segment AB.

7. a) Deseneazi in caietul tiu un segment CD cu lungimea de 2,5 cm.
b) In unul dintre semiplanele determinate de dreapta CD completeazi desenul cu un arc de cerc MN, cu
centrul in punctul C siraza r1 = 1,5 cm, si cu un arc de cerc PQ, cu centrul in punctul D si raza r,= 2 cm,
astfel incat intersectia celor doud arce s fie un punct E.
¢) Afla lungimea segmentelor CE si DE, fari a folosi rigla gradata, justifica raspunsul ales si verifica-l,
folosind rigla gradata.
d) Calculeaza perimetrul triunghiului CDE si exprimi rezultatul in centimetri, milimetri, decimetri.

6 + Geometria in gimnaziu



Observa figura 3. C\ B,

a) Numeste toate unghiurile formate de semidreptele din figura. \ / /4
b) Stiind cad «40B + «BOC = 51°, «BOD — «BOC = 72° si ‘
+BOD = 3 - «BOC, calculeaza misurile unghiurilor 40C, raV/d
COD, AOD, BOC si AOB. { o Fig3

D

2. Deseneaza punctele distincte 4, B, C, D, £ si F, astfel incat sd fie indeplinite simultan conditiile:

1) segmentul 4B are lungimea de 4 cm;

2) punctul M este mijlocul segmentului 48, unghiul AMC are masura egald cu 60° si punctul D este
simetricul punctului C fata de punctul M;

3) unghiul AMFE este un unghi drept, punctele £. M si F sunt coliniare, punctul £ este cu punctul C de
aceeasi parte a dreptei 4B.

a) Ce fel de unghi este AMC? Justifica raspunsul dat.

b) Calculeazd masurile unghiurilor CME, AMD si DAIF,

14, Punctul O se afld pe un segment MN. Dreapta 48 este axa de simetrie a segmentului MN si punctele 4,

O, B sunt coliniare.

a) Realizeazi un desen care sa ilustreze enunful problemer.

b) Daca punctul P este interior unghinlui AOM si masura unghiului 40P este o patrime din méasura
unghiului POM, calculeaza misura unghiutui POM.

Clasa a Vl-a+ 7



Lectia.2. Unghiuri opuse arf

Rezolvam impreund si descoperim notiuni noi
a) Deseneazd o pereche de semidrepte opuse.
b) Deseneazd o pereche de unghiuri cu acelasi varf, ale caror laturi nu formeaza nicio pereche de
semidrepte opuse.
c) Deseneaza o pereche de unghiuri cu acelasi varf, ale céror laturi formeaza o singurd pereche de semi-
drepte opuse.
d) Deseneaza perechi de unghiuri cu acelasi varf, ale caror laturi formeazd doud perechi de semidrepte

opuse.

Rezolvare:

a) Perechea de semidrepte 04 si OB sunt b) Perechea de unghiuri 40B si COD au acelasi
semidrepte opuse (figura 1). varf, dar laturile lor nu formeaza nicio pereche de

semidrepte opuse (figura 2).
4 0 B
Fig. 1

c) Perechea de unghiuri 40B si COD au T d) Perechea de unghiuri AOB si COD au acelasi

acelasi varf, laturile lor formeaza perechea de varf, laturile lor formeaza doud perechi de semidrepte

semidrepte opuse OA4 si OC. iar semidreptele OB si opuse OA si OC, respectiv OB si OD (figura 4).
OD nu sunt opuse (figura 3).

Doud unghiuri care au acelasi varf si laturile perechi de semidrepte opuse se numesc unghiuri opuse J
la véarf.

Unghiurile 40B si COD din figura 4, sunt unghiuri opuse la varf, deoarece laturile lor, OA4 si OC, res-
pectiv OB si OD, sunt perechi de semidrepte opuse. Unghiurile 40D si BOC sunt, de asemenea, opuse la varf.

Cum desendam repede doud unghiuri opuse la vdrf?
Desenam doud drepte concurente. Punctul de concurenti este varful a
patru unghiuri, opuse la varf doua céte doua (figura 5).

8 + Geometria in gimnaziu



QObservatic;

Unghiurile opuse la varf sunt unghiuri congruente.

Intr-adevar, desenand doud unghiuri oarecare opuse la varf. folosind un raportor, vom constata ci ele
sunt congruente. In continuare, vom demonstra aceasta folosind rarionamentul. Demonstratia bazata pe ratio-
nament joacd un rol fundamental in matematici. In acest fel se obtin proprietatile figurilor, care, de cele mai
multe ori, nu pot ti deduse din desen prin folosirea instrumentelor geometrice.

Demonstratie: Ne folosim de figura 5.
Suma unghiurilor 1 si 2 formeaza un unghi alungit. La fel si suma unghiurilor 2 si 3. Prin urmare:

J<]+{2:180° #1=180°—+2
5 Rezultid «1 = 3.

£3+£2=180° £3=180°— 2’
Asemianitor se demonstreaza ca 2 = 4.

L) EXERSEAZA!
1. Daca apreciezi il afirmatia este adevirata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F.

Deseneaza doud unghiuri 4BC si DBE. Cele doui unghiuri sunt opuse la varf daci:

a) laturile B4 si BD sunt semidrepte opuse;

b) laturile B4 si BE sunt semidrepte opuse;

¢) laturile B4 si BD, respectiv BC si BE sunt perechi de semidrepte opuse;

d) laturile B4 si BE, respectiv BC si BD sunt perechi de semidrepte opuse.

> > >
el NS

2, incercuie§te litera corespunzatoare rispunsului corect,
Punctul de intersectie a doud drepte este varful a patru unghiuri. Dacd suma misurilor a doud dintre cele
patru unghiuri este 170°, atunci unul dintre cele patru unghiuri are mésura egali cu:
AL 100°; B. 95°; C.70°; D. 75°.

3. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
Doua unghiuri 408 si BOC au interioarele disjuncte (fard puncte comune). Daca semidreptele OA4;, OB,
OC sunt semidreptele opuse semidrepielor 04, OB, respectiv OC, si masurile unghiurilor AOB si 4,0C
sunt egale cu 70°, masura unghiului 8,0C: este egali cu:
A. 140°; B. 40°%; C. 105°% D. 110°.

4. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stinga cu raspunsul corespunzator aflat in
coloana din dreapta. S

Observa figura 6, unde unghiurile MON, PO0 si ROS sunt unghiuri alungite.
Dacd masura unghiului POM este o treime din masura unghiului POR, atunci: 450+ 1 M
a) x= 1) 15°; 0 *b-::;ﬁp_,,f";
b) «NOR = 2) 30°; = 1
¢) «MOR = 3) 60°; e
d) «NOQ = 4) 90°; A ]
5) 120°.
IR Fig. 6

5. Completeaza spatiul punctat cu rispunsul corect.
Punctul de intersectie a doud drepte este varful a patru unghiuri. Se noteaza cu x masura in grade a unuia
dintre cele patru unghiuri. Dacd x este cu 60° mai mare decat masura unui alt unghi dintre cele patru,
atunci x este egal cu ...°.

Clasa a VI-a+ 9
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Punctul O este situat pe un segment AB. Se iau alte doud puncte C si D B

de o parte si de alta a dreptei AB (figura 7). Dacd unghiurile AOC si

BOD sunt congruente, demonstreaza ci:

a) unghiurile AOD si BOC sunt congruente; ; 0
b) punctele C, O si D sunt coliniare; _
¢) unghiurile AOC si BOD sunt opuse la varf. Fig. 7 A

7. Doui drepte concurente formeaza patru unghiuri cu véarful in punctul O. Calculeazia mésura fiecarui

unghi, daci:
a) suma masurilor a doud dintre unghiuri este 118°;
b) suma masurilor a trei dintre unghiuri este 228°.

. Observa figura 8. Misura in grade a unghiului 40B este egala cu x si C
unghiurile BOC si DOE sunt unghiuri opuse la varf. Daca «BOC = % D .
B
si «COD = 2x, calculeazi: 0 X
a) masura unghiului 408B; E
b} masura unghiului DOE; Fig. 8

¢) masura unghiului 40F.

LLE I CAMPION!

9. Punctul O este pe un segment 4B. In unul dintre semiplancle determinate de dreapta AB se considerd

semidreapta OC. iar in interiorul unghiului BOC un punct D. Semidreptele OF si OF sunt semidrepte
opuse semidreptelor OC, respectiv OD. Dacd «BOC = 1257, calculeaza:
a) masura unghiului 40C;

b) suma masurilor unghiurilor EOF s1 BOD.

10. Punctul O este mijlocul unui segment MN si dreapta AB este axa de simetrie a segmentului MN.

a) Realizeazd un desen care si ilustreze enuntul de mai sus.

b) Daca punctul P este interior unghiului 4OM si masura unghiului 40P este ¢ pitrime din masura
unghiului POM, calculeaza masurile unghiurilor POM si AOP.

¢) Dacid OQ este semidreapta opusd semidreptei OP, calculeaza masurile unghiurilor 50Q si AOQ.

10 + Geometria in gimnaziu



Lecfia3 Unghitri in jurulks punct

Rezolvdm impreuna si descoperim notiuni noi-

Observi cele patru unghiuri AOB, BOC, COD si DOA din figura 1.

a) Numeste varful fiecarui unghi.

b) Cerceteaza dacd printre cele patru unghiuri exista doud ale
caror interioare au puncte comune.

¢) Calculeaza suma masurilor celor patru unghiuri.

Rezolvare:

a) Varful fiecarui unghi este punctul O. Altfel spus, cele patru
unghiuri au varful comun.

b) Printre cele patru unghiuri nu existd doui ale ciror interioare
sd aibd puncte comune. Altfel spus, oricare doud dintre cele patru
unghiuri au interioarele disjuncte.

¢) Notdm cu x, y, z si f misurile exprimate in grade ale unghiu-
rilor AOB, BOC, COD, respectiv DOA. Completdm apoi figura 1 cu
semidreapta OF, opusa semidreptei OA4 (figura 2). Deoarece unghiul
J,v+y+<£0(‘ =180°

AQOE este unghi alungit rezulta: < ) )
|1 +4E£O0D =180°

B _
\ > o
T —4_
/
14 Fig. |

Adunind cele doua egalitati rezultd x + y + 1 + «EOC + «£OD = 180° + 180° = 360°,
Deoarece «EOC + «EOD = z, rezulta suma mdsurilor celor patru unghiuri: x + y + 1 + z = 360°.

+ Unghiuri in jurul unui punct inseamna un numar finit de unghiuri proprii, cu urmatoarele proprietti:

1) au varful comun;
2) oricare doud dintre ele au interioarele disjuncte;
3) suma masurilor unghiurilor este egald cu 360°.

licdm cunostingele

comun in punctul O.

b) Aratd c@ oricare doud unghiuri proprii cu varful in O nu pot fi

unghiuri in jurul punctului O.

c) Numeste trei unghiuri cu vérful in O care sunt unghiuri in jurul

punctului O,

d) Numeste patru unghiuri cu varful in O care sunt unghiuri in jurul

punctului O.

e) Demonstreaza ca suma masurilor unghiurilor 40B, BOC, COD,
DOE, EOA este egald cu 360° si ca aceste unghiuri sunt unghiuri in jurul

punctului O.

Observa figura 3, unde OD si OF sunt semidreptele opuse semidreptelor OB, respectiv OC.
a) Calculeazd numarul unghiurilor proprii din figura care au varful

\a

D

(@)
\ B
|||III
\I

\ Fig. 3
1

_-/'
E

f) Demonstreaza cd unghiurile 408, BOC, COD, DOE, EOA si EOB nu sunt unghiuri in jurul

punctului O,
Rezolvare:

a) Deoarece unghiul este figura formata din doud semidrepte care au aceeasi origine, rezulti ca trebuie
sa calculdim numdrul perechilor de semidrepte cu originea in O. Tabelul urmitor ne ajutd si stabilim corect

toate perechile de semidrepte si sa calculam numairul lor.

Clasa a Vli-a + 11



j T _“5/4 | OB ocC I oD : OFE [ nr. perechi
04 | - | (04,0B) | (04.0C) | (O4,0D) | (04.0E) | 4
o | - | - (OB, OC) | (0OB.OD) | (OB, OE) 3
oc | - |- - (OC,0D) | (0C.0E) | 2
oD | = | = s - |l ©poE | 1
OE | - | - - - 0 - ] 0
| total nir. perechi de semidrepte | 10

Rezulta ca numarul unghiurilor din figura care au varful comun in punctul O este egal cu 10, dintre care
doua unghiuri sunt improprii (BOD si COE sunt unghiuri alungite) si opt sunt unghiuri proprii.

b) Notam cu x si y masurile in grade a doud unghiuri oarecare cu varful in 0. Cele doud unghiun fiind
proprii, rezultd ca x < 180° si v < 180°, de unde x + v < 360°. Deoarece suma masurilor celor doua unghiusi nu
este egala cu 360°, cele doud unghiuri proprii, cu varful in punctul O, nu sunt unghiuri in jurul punctului O.

¢) Unghiurile AOC, COD si ODA sunt unghiuri in jurul punctului O, deoarece au varful comun. oricare
doua dintre unghiuri au interioarele disjuncte si suma masurilor celor trei unghiuri este egala cu 360°,

d) Unghiurile BOC, COD, DOE si EOA sunt patru unghiuri in jurul punctului O. Justifica!

e) Deoarece unghiul BOD este unghi alungit si

J +BOC + «COD = «BOD +BOC + «COD =180°
| ©«40B + «EOA+ «+DOE = «BOD £ AOB + «EOA+ «DOE =180°"

Adunand ultimele doud egalitati, rezultd ca suma masurilor unghiurilor 4OB, BOC, COD, DOE

EOA4 este egala cu 360°. Aceste cinci unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O, deoarece au varful commus.
oricare doua dintre unghiuri au interioarele disjuncte si suma masurilor lor este egali cu 360°,

f) Conform punctului precedent «+40B + «BOC + «COD + «DOE + «E0OA = 360°. Adaugand in ambi
membri masura unghiului £FOB, rezultd «40B + «BOC + «COD + «DOE + «+EOA + «EOB =360° + «EOB > 360

Prin urmare, unghiurile 4OB, BOC, COD, DOE, EOA si EOB nu sunt unghiuri in jurul punctulur <.
deoarece suma masurilor lor nu este egala cu 360°,

Altfel spus, unghiurile 408, BOC, COD, DOE, EOA si EOB nu sunt unghiuri in jurul punctului o,
deoarece doud dintre aceste unghiuri, £FOA4 si EOB, nu au interioarele disjuncte (interioarele lor au punci=
comune).

, rezultd {

E=d EXERSEAZA!
. Daci apreciezi ci afirmatia este adevirata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F.
Observa figura 4, care pune In evidentd cinci unghiuri, numerotate de la 1 1a 5, si care au masurile egale

cu 120°, 105°, 35°, 35°, respectiv 100°. Atunci: \

a) cele cinci unghiuri au acelasi varf; ‘\\ p A F
b) cele cinci unghiuri au interioarele disjuncte doua céte doua; ‘_\A__..Ji- f_/__/l/ -4 A F
) €l + 42 + ¢4 + 45 = 360° fov13 — — A F
d) unghiurile 1, 2, 4 si 5 sunt unghiuri in jurul unui punct; ),a{_,r/ T ——— A F
e) «1 +«2++3++5=360°% /2 ) A F
f) unghiurile 1, 2, 3 si 5 sunt unghiuri in jurul unui punct. /,/ Hig. 4 A F

incercuiegte litera corespunzitoare raspunsului corect.

Unul dintre cele patru unghiuri din jurul unui punct are méasura in grade egald cu x, iar celelalte trei
unghiuri au masurile egale cu 2x, 3x — 7°, respectiv 19°. Atunci x este egal cu:

A.58° B. 62°; C. 60°; D. 75°.

12 + Geometria in gimnaziu



3. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.
Doua unghiuri proprii AOB si BOC au interioarele disjuncte. Notam cu x s1 y masurile unghiurilor 40B,
respectiv BOC, exprimate in grade. Unghiurile 4OB, BOC, A0C sunt unghiuri in jurul punctului O, daca:

A x+p<180° B.x+y=180°% C.x+v>180°% D.x+y=360°.
Uneste, prin sigeti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzitor aflat in
celsana din dreapta, B\
Observa figura 5. Daca «40B = 120°, «+BOC = 165° si suma masurilor \-,\ D
unghiurilor AOB, BOC, COA si AOD este egali cu 380°, atunci: ;\ st
a) €40C = 1) 20°; N N
b) £40D = 2) 30°; \ O J 4
¢) £BOD = 3) 95°: e i
d) «DOC = 4) 100°; \

5) 75°. .l\l Flg 5

Completeazi spatiul punctat cu rispunsul corect.
Trei drepte concurente in punctul O determina sase unghiuri congruente in Jjurul acestui punct. Daci x este
masura in grade a unuia dintre cele sase unghiuri, atunci x este egal cu ...°.

L FixeazA!
6. Deseneaza patru unghiuri AOB, BOC, COD, DOE, cu varful comun punctul O, astfel incat oricare doua sa

aibd interioarele disjuncte, iar unghiurile sa aiba masurile: 30°, 90°, 55°, respectiv 60°,

a) Cele patru unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O?

b) Pe figura realizatd, identifica un al cincilea unghi, astfel incat cele cinci unghiuri sa fie unghiuri in jurul
punctului O. Explica raspunsul dat.

¢) Pe figura realizata, identifica un al cincilea unghi, astfel incat cele cinci unghiuri sd nu fie unghiuri in
Jurul punctului O. Justifica raspunsul dat. B\

. Observi cele trei unghiuri din figura 6, unde <408 = 1207, <BOC = 120°
st «COD = 140°.
a) Numeste varful celor trei unghiuri.
b) Calculeaza suma masurilor celor trei unghiuri. =
¢) Justifica in doud moduri ca cele trei unghiuri nu sunt unghiuri ir; juru!
punctului O.

Fig. 6

8. Un unghi AOB este alungit, semidreapta OC este astfel incat +40C = 5 - «COE, puncicle D si C sunt
situate de o parte si de alta a dreptei 4B si ¥40D =2 - «COB.

a) Calculeaza masurile unghiurilor 4OC si COB.

b) Araté ca unghiurile 40C, COB, BOD si DOA sunt unghiuri in jurul punctului <7

L1} Fil CAMPION!
9. Se noteazd cu O punctul de intersectie a doud drepte concurente a si 5. Rezultd patru unghiuri proprii, cu
varful O comun.
a) Demonstreazi ci cele patru unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O.
b) Dacd suma masurilor a trei dintre unghiuri este de 322°23', calculeaza masura fiecirui unghi.

10. Doud unghiuri proprii AOB si BOC au interioarele disjuncte (fird puncte comune). Notim cu x iy ma-
surile unghiurilor AOB, respectiv BOC, exprimate in grade. Dacd x + y > 180°, demonstreazi ci unghiu-
rile AOB, BOC, AOC sunt unghiuri in jurul punctului O.

Clasa a VI-a + 13



